











20 o J. NUUT | T.P.28 4

Es macht keine Schwierigkeiten, dies auf Grund von (14) auch
direkt zu verifizieren; wir wollen uns dabei nicht aufhalten.

Im weiteren wird hiufig eine Parameterdarstellung von (38)
Verwendung finden, die folgendermassen erhalten werden Kann :

Es sollen von nun an durchweg unhomogene Koordinaten
benutzt, also die Null-Koordinate gleich 1 gesetzt werden. Es
sei (s) mit den Koordinaten s, ein variabler Punkt im L, ,, wo
x, = 0; ({) bedeute den Mlttelpunkt M. Wir suchen die Koor-
“dinaten desjenigen von M verschiedenen Punktes (z), wo die
Gerade wus + w{ das Gebilde (38) trifft. Infolge der Unhomo-
genitit ist bestandlg u —|— w = 1. Die Schnittbedingung fordert,
da s, = 0r . _ S '
Fus+w§,us—[—w§ —uete* =0,

woraus, wenn man s? fir ¢, s, schreibt, folgt:

- 2 ¢?
2 (14 et |- g2
Nun ist aber @, = us,, @, =cw=c—ou, also ¢c—u=, =cu.

Fiithrt man den Wert von » ein, so ergibt sich die gesuchte
Parameterdarstellung : - .

. 2c%s, o -
xy = 2 él s’ _
L 2¢
€ — Xy =— 57 .
¢ (1+e-)—{—s~

Samtllche durch den Mlttelpunkt gehenden ebenen Schnitte
von (38) sind Isogonen vom Neigungswinkel g,also (Grenzkreise.

Die Linge eines Grenzkreisbogens berechnet man am ein-
fachsten, wenn man .seine Ebene in die-n & 1-Ebene und den
einen Endpunkt in den Ursprung legt. Wendet man noch die
Parameterdarstellung (40) an, wobei offenbar S =83 = ...
=58, ,=0, 8 =s 120 nehmen ist, so folgt aus (15), nach emlger'
Rechnung fiir das Bogenelement dg

- de® = ds®.

Da bei s = 0 die Bogenlange o auch 0 ist, so hat man bei ge-
elgneter Wahl des Vorzeichens demnach : '

e=s.
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Nun ist aber die 1-Achse in dieser speziellen Lage die Tangente
an den Grenzkreis im Ursprung als Beruhrungspunkt und nach
(21) wird
A ‘ s = ¢th l— ,

. e
wenn [ die mit passendem Vorzeichen versehene Linge des
Tangentenabschnittes vom Beriihrungspunkt bis zum Schnitt (s)
mit der durch den zweiten Endpunkt des Grenzkreisbogens ge-
fiihrten, zum Biindel M gehorigen Parallelen bedeutet. Fasst man
alles das zusammen, und beachtet, dass die spezielle Lage des
Bogenstiickes fiir die Resultatp der Langenmessung unwesentlich
ist, so folgt: ‘

Die Lange' eivne'sw Gre‘nzkreisbogens ist
'vglelchcth— wobei I die Linge der in einem

| Endpunkt an dlesenBogen gelegtenTangente
ist, gemessen vom Bertihrungspunkt bis zum
Schnitt mit der durch den anderen Endpunkt
des Bogens gehenden Normalen.

Der Schnitt der ‘Tangente mit der erwihnten Normalen
. braucht hierbei nicht ‘notwendig im eigentlichen Gebiet zu
liegen.

Wir betrachten nun ein aus Grenzkreisen gebildetes recht-
winkliges Dreieck im E, . Man- kann den Scheitel des rech-
ten" Winkels in den Ursprung und die Katheten, deren Lingen
s; und s, sein mogen, entsprechend in die n & 1-Ebene und in
die n & 2-Ebene gelegt denken; die Endpunkte der Katheten .
seien dann () und (y).- Gesucht sei die Lénge s der Hypo-.
tenuse, d. h. des (x) mit (y) Verbmdenden Grenzkreises. Nach -
dem soeben bew1esenen Satz  findet man s, indem man in (z)
eine Tangente an d1e Hypotenuse ‘legt und die Linge 7 dieser .
- Tangente von (). bis zum Schnitt () mit der n.& 2-Ebene be-
stimmt; es erd dann

s— cth L.
C

Eine Berechnung auf Grund von (51) und (40) erglbt

262 s, | ¢ 8}

>’ ———‘
§2 —2¢c? "In §2 — 2 ¢

Ny = —
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Mit Hilfe von (40) findet man hierauf:

. 48
) R LA—
XX (2 02 | S?)2

. 6

Fon — 2 -+ 3;1)0(2 —g%)
1 : i/ .

dct(c®—s]—s;)

M (2 — 822

Auf Grund von (14) folgt hieraus. durch einfache Rechnung:

l .
2 __ p2 27 o2 2
'S = th C—sl+s2,

m. a. W, im rechtwinkligen Grenzkreisdreieck
gilt der Satz des Pythagoras.
~ Es soll nun noch der Winkel in demselben rechtwinkligen
Dreieck an der Ecke (x), also der Winkel ¢ zwischen den s und
s; in (z) beriihrenden Tangenten, bestimmt werden. Die Tan-
gente an s, trifft die »-Achse in einem solchen Punkt (§), wo
8, = m, wird, wie man leicht verifiziert. Man hat daher:
Fog="Foy, Fyy=Fy=c—my
4 ¢t (c® —s?)
(2 ¢® —s?)? '

17 )

Aus der Formel (16) berechnet sich dann

S S
COS @ = ——! = 1.

Vsits

Der Kosinus des Winkels bei (z) ist also, genau ebenso wie in
der euklidischen Geometrie,- als Verhiltnis der anliegenden
Kathete zur Hypotenuse definiert. Da auch der pythagoriische
Satz gilt, so ist mithin die Trigonometrie im Netz der Grenz-
kreise {iberhaupt identisch mit der euklidischen,
solange man sich auf ein beliebig grosses, jedoch endliches Stiick
des E,_, beschrinkt. Daraus folgt u. a., dass die Grenzkreise
kiirzeste im E,_, verlaufende Linien sind. Ein im E,_, loka-
lisierter Beobachter wird die Grenzkreise infolge dieser ihrer geodi-
tischen Eigenschaft als Gerade auffassen und den E,_, als
euklidischen Raum interpretieren. Fiir einen aussenstehenden,
im L, frei beweglichen Beobachter erscheint dieser euklidische
Raum E, , in den nichteuklidischen u. zw. hyperbolischen
Raum L, eingebettet.
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Fasst man das Unendlichferne eines euklidischen Raumes,
wie es z. B. fiir 2 Dimensionen in der Funktionentheorie ge-
schieht, als einen einzigen Punkt auf, so macht es keine
prinzipiellen Schwierigkeiten, den Einbettungsraum von néchst-
hoherer Dimensionszahl als hyperbolisch mit einer belie-
 bigen charakteristischen Konstanten ¢ zu denken. Natiirlich kann
man den Einbettungsraum, wie es naheliegt, auch ebenfalls
euklidisch wéhlen. Welche Wahl man trifft, hingt von Zweck-
missigkeitserwigungen, nicht aber von der Natur der Dinge ab.
Minkowski wihlte fiir seine Raumzeitwelt ) den zweiten Weg,
weil das Phinomen der Weltexpansion damals noch unbeachtet
resp. unbeobachtet war. Will man aber diese Expansion mit-
beriicksichtigen, so ist der erste Weg mathematisch bequemer.

Wéahlt man bei 4 = 0 im Gebilde (88) die in den n & »-Ebe-
nen liegenden n—1 Grenzkreise als euklidisch-cartesische Koor-
dinatenachsen und versteht unter s die im E,_,, also lings ei-
nem Grenzkreis gemessene Entfernung eines Punktes des
Gebildes vom Ursprung, so sind die euklidischen Koordinaten
s, dieses Punktes im E, , durch |

s.” = $§:C0S @, : (41)

bestimmt, wenn ¢, der Winkel zwischen -dem Bogen s und der
v-Achse ist. Projiziert man nun diesen Punkt aus M auf den mittels
.z, = 0 definierten Beriihrungsraum L,_,, so ist die hyperboli-
sche (geradlinige) Entfernung ! der Projektion vom Ursprung
durch

e th£=s
¢

gegeben, und die Verbindungsgerade mit dem Ursprung bildet
mit den hyperbolischen Achsen dieselben Winkel ¢, . Nach
- (21) und (23) wird daher die hyperbohsche Koordinate x, dleser
Pro;ektlon als

x,, cth— €08 @, = §:C0S @, =3,
erkannt M. a. W, d1e euklidischen Koordinaten eines Punktes

unseres E, , sind mit den hyperbolischen Koordinaten der er-
wihnten Zentralprojektion dieses Punktes im Berithrungsraum

4) ,Raum und Zeit%, Vortrag in: K6In:1908; ab'g,fefdruckt Phys. Ztschr. 10
(1909).
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| Ln_,1 identisch. - Beachtet man, nun, dass. diese, Projektion als
derjetiige Punkt (s) ‘des L,_, L aufgefasst werden darf, den wir bei
der Parameterdarstellung (40) benutzten, so folgt: :

In der Parameterdarstellung (40) kann

~ man die s, auch als euklidische Koordinaten

deuten, u. zw. als Koordinaten desjenigen

_Punktes von (39), ‘der auf der Verblndungs-

geraden von M mit dem durch (40) dargestell-
 ten Punkt von (38) liegt.

Fihrt man die Verschiebung V,, (1) aus, die (89) ohne
Drehung in- (88) tiiberfiihrt, so geht der urspriingliche Beriih-
rungsraum z, = 0 in eine neue Lage z, = ¢ th 1 {iber; dieser
neue Beriihrungsraum wird von der durch- & und (s) gehenden
Geraden in einem Punkt (n) getroffen, fiir den man

n,=(1—thd)s,, n,=cthi

findet. Die euklidischen Koordinatenachsen von (39) werden
durch V, (1) in solche Grenzkreise von (38) iibergefiihrt, die
entsprechend in den n & »-Ebénen von L, liegen, sich daher
auf der m-Achse schneiden, u. zw. in einem Punkt. (§), wo
£, = ¢ th A ist. .Bedeutet 7 die hyperbolische Entfernung von
() bis (n), so wird nach (14) - L

¢ th LA, Vs,s, —e*s, (42)

denn Vs, s, =s. Ist nun A derjenige Punkt, wo die durch M,
(s) und (n) gehende Gerade das Gebilde (388) trifft, so wird offen-

bar ¢ th Z— gleich sein dcr' Lénge s' des Grenz‘kr'eisb'ogens von

(5 bis A in (88). Weil nun V, (4) eine Verschiebung ohne
Drehung ist, andrerseits der letztgenannte Grenzkreis in der
durch (s) und die n-Achse gehenden hyperbolischen Ebene liegt,
so ist dieser Grenzkreis als Ganzes aus dem in (89) vom Ur-
sprung nach () gehenden Gre“nzkrelse als . Ganzes durch die
genannte Verschlebung entstanden. Daher bildet der Grenz-
kreis durch (£) und A mit den verschobenen euklidischen Koor- _
dinatenachsen dieselben Winkel ¢, , wie der anfinglich in (39)
gelegene, durch den Ursprung und (s) gefiihrte Grenzkreis mit
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der dortigen anfanghchen Liage der eukhdlschen ‘Achisen.: ‘Die
) eukhdlschen Koordlnaten 8!, des Punktes 4 in (38) werden daher

| 8= =s- e cos g, =s,, - et (48)
Wegen der fundamentalen Bedeutung dieser Relation fir alles
 nachfolgende soll der in (43) enthaltene Gedanke noch in Satz-

form ausgesprochen werden:

Verschiebt man eine Grenzsphare im L,
" ohne Drehung lings der bestindig durch den |
" euklidischen Ursprung dieser Grenzsphire
gehenden Normalen um eine Strecke g=ci, so
unterscheiden-sich die euklidischen Koordi-
"naten der beiden Schnittpunkte mit einer
beliebigen -anderen Normalen um den Pro-

- portionalitdtsfaktor e* ' :

Eine solche Verschlebung 1st also glelchbedeutend mit einer
Ahnllchkeltstra,nst ormation des E,_,, mit. dem Ursprung
als lepunkt und’ e=* als Vergrosserungsfaktor

- Natiirlich sind auf derselben -Normalen gelegene Punkte
der Grenzsphiren, d. h. entsprechende Punkte der Ahnlichkeits-
transformation, im allgemeinen durchaus nicht -entsprechende
Punkte der ‘Verschiebung.. - - - - :

§ 5. Eigengeschwindigkeit und Expansionsgeschwindigkeit
im Weltranm. Zum Aufbau einer Kinematik bedarf man gewisser
Hypothesen, die eine analoge Rollé. spielen, .wie die Axiome in
der Geometrie. Hs sollen demnach im folgenden Hypothesen
formuliert werden, die wir unserer expansionistischen Kinematik zu-
grunde legen. Eine vollstidndige Aufzihlung simtlicher Hypo--
thesen klnematlschen Charaktersist hierbei nicht beabsichtigt, auch
soll die Frage der gegenseltlgen Abhiéngigkeit nicht untersucht wer-
den. Die Widerspruchslosigkeit der Hypothesen wird durch die der
ganzen Darstellung zugrunde liegende geometrische  Interpreta-
tion gewihrleistet. Uns interessieren hier bloss die Konsequenzen
dieser Hypothesen; nur Konsequenzen sind ja tiberhaupt der ex-
perimentellen Nachpriifung zugidnglich und deshalb von dauernder
Bedeutung. Die Hypothesen sind hier so gewihlt, dass sie das
Phinomen der Weltexpansion zu emem 1ntegrlerenden Bestand-
teil der Kinematik machen.- :
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Hypothese I: Der dreidimensionale Weltraum er-
, weist sich als im grossen euklidisch,
wenn man Messungen mittels ,starrer”
-Massstibe ausfiithrt und Ausbreitungs-
bahnen von Fernwirkungen als im all-
gemeinen gerade Linien deutet. Re-
~lativ kleine Abweichungen von der
euklidischen Metrik (Krimmungen des
Weltraumes) werden durch anwesende
Massen bedingt und tragen bloss lo-

kalen Charakter.

In der vorliegenden Abhandlung beschiftigen wir uns nicht
mit dem tatséchlichen, lokal etwas gekriimmten Weltraum E,,
sondern mit dem streng euklidischen E,, aus welchem dieser E;
durch geringfligige lokale Deformationen entstanden gedacht
werden kann. M. a. W, die durch Massennéhe bedingten lokalen
Kriimmungen sollen durchweg vernachliassigt werden.

Im E; sind Massenpunkte verteilt; in jedem Massenpunkt
kann ein Beobachter gedacht werden. Die Bezeichnungen ,Mas-
senpunkt“ und ,Beobachter” sollen fernerhin als Aquivalente

gelten.

7 Wir fixieren 1rgend<>1nen bestimmten Beobachter Dieser
- kann sich durch ,Fernsignale“ (Lichtsignale) mit anderen Beob-
achtern verstindigen. Der fixierte Beobachter soll auf irgend-
eine Weise eine Lingeneinheit (cm) und eine Zeitein-
heit (sec) definieren und diese seine Definition dann anderen
mitteilen, die danach gleichfalls leder fir sich cm- und sec-
Etalone anfertigen.

Durch Messungen mit seinen Etalonen findet der fixierte
Beobachter eine Strecke ¢, die er zunichst als Entfernung
deuten moge, die von einem Fernsignal in der Zeit 1 sec iiber-
briickt wird (es wird sich spéter zeigen, dass diese provisorische
Auffassung einer klemen Korrektur bedarf). Messungen haben
ergeben | : .
¢c=3.10" cm . ' (44)

Der fixierte Beobachter denke sich nun einen L,, in dem die
charakteristische Konstante genau den durch (44) angegebenen
Wert ¢ hat, und denke sich séinen Weltraum E; als dreidimen-
sionale Grenzsphire in diesen L, eingebettet. Dies ist mathe-
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matisch statthaft, involviert also keine besondere kinematische
Hypothese.  Wohl aber soll folgende, mit den bisherigen Erfah-
rungen uberelnstlmmende Hypothese gelten:

Hypothese II: Jeder Beobachter flndet wenn er
Messungen mit seinen cm- und sec-
Etalonen ausfiihrt, fiir ¢ denselben
Zahlenwert (44), d. h. simtliche Beob-
achter operieren mlt ein und dem-
selben L,

Der fixierte Beobachter wird nun zwei wesentlich verschie-
dene Koordinatensysteme verwenden konnen:

Erstens ein euklidisches im E;, wo die geoditischen Li-
nien, vom L, aus beurteilt, Grenzkreise sind. Den Ursprung
dieses euklidischen Koordinatensystems denken wir uns stets
dort, wo der fixierte Beobachter sich befindet. Dieses eukli-
dische System bestimmt die Orte sdmtlicher anderer Massen-
punkte im E; also im ,Weltraum“ des fixierten Beobachters.

Zweitens ein vierdimensionales hyperbolisches im L, zur
Bestimmung der Lage des Weltraumes E; im L,. Die hyper-
bolische 4-Achse soll hierbei stindig durch den Ort des fixierten
Beobachters im L, und den Mittelpunkt M des E; hindurch-
gehen, also jedenfalls orthogonal zum Weltraum gerichtet sein.
Als positive Richtung der 4-Achse sei die Richtung nach M
hin gewidhlt. Ferner sollen die euklidischen Achsen in jeder
Epoche ein und dieselben Neigungswinkel gegen die hyperbo-
lischen n & w»-Ebenen besitzen. Wir sagen dann, der f{ixierte
Beobachter habe sich auf den Ruhezustand orientiert.
Dieser Wortgebrauch stiitzt sich u. a. auf eine zunichst noch
unscharfe Vorstellung vom Nichtvorhandensein einer ,Rotation“
der Achsen. Eine prizisere Fassung gewinnt diese Vorstellung
erst spidter, nach Einfiihrung der Hypothese VI (§ 6). Der
analytischen Einfachheit halber machen wir weiterhin stets die
Annahme, dass die obenerwihnten Neigungswinkel gleich 0
sind, dass also die- euklidischen »-Achsen in den »n & »-Ebenen
liegen; der Richtungssinn der hyperbolischen und der euklidi-
schen »-Achsen soll hierbei iibereinstimmen. =

Jeder beliebige Beobachter soll sich auf den Ruhezustand
orientieren kénnen. Wir fordern nun die Gultlgkelt des Rela-
tivitdtspostulates:
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Hypothese III Siamtliche auf den Ruhezustand.
orientierten Beobachter sind gleich-
berechtigt, d. h. universelle, fiir jeden
Punkt des E;in jeder. Epoche giiltige
Naturgesetze verhalten sich beim

. Ubhergang von einem solchen Beob-
- achter zu einem anderen Kkova-
riant.

Die Gesamtheit der Normalen des E; bildet vom Stand-
punkt des auf den Ruhezustand orientierten -fixierten Beobach-
ters das Biindel paralleler Gerader mit dem Scheitel M im
Mlttelpunkt des E;. Diese Normalen mogen die Zeitrich-
~tungen in den betreffenden Punkten des E; heissen.

Wir formulieren nun die nichste Hypothese, die von fun-
damentaler - Bedeutung fur die Erfassung des Expansionsphé-
nomens ist:

HypotheseIV:‘-Ein jeder Massenpunkt verschiebt

. sich in der Zeitrichtung weg von M.

Durch - diese erzwungene Verschie-

- bung wird der E; mitgefihrt, u zw.

~nicht “nur an der betreffenden

Stelle, sondern, infolge eines elas-

‘tischen Zusammenhanges, als Gan-

zes. Der E; setzt dieser Verschie-

~bungeinen starken Widerstand ent-

gegen, indem er sich jeder Orts-

dnderung im L, widersetzt, und bt

so auf die Verschiebung der Mas-

sen in der Zeltrlchtung eine Brems-
wirkung aus. o

- Durch diese Bremswu'kung ist ein lokaler Druck der Massen
auf den elastisch etwas dehnbar gedachten E, bedmgt dieser
Druck soll sich im E; mit Fernelgnalgeschwmdlgkelt ausbreiten
und auf dicse Weise kleine Deformatlonen des Eg (lokale Kriim-
mungen) bewirken, wodurch die Zeitrichtung lokal von der
Normalenrichtung etwas 'abgelenkt erscheint, was dann Tan-
gentialverschiebungen der Massen im E; gegeneinander, also
Gravitationserscheinungen zur Folge hat Darauf soll aber in
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der vorhegenden Abhandlung, wie schon gesagt, ‘nicht naher
eingegangen werden.

- Infolge der Bremswu'kung hegt es nahe anzunehmen .dass
- die. Fallgeschwmdlgkelt“ der Massen in der Zeitrichtung leden-
falls nicht zunimmt. Wir machen die einfachste Annahme
einer konstanten Fallgeschwmdlgkel’c und geben dieser Annahme
die folgende Form: . A | . .

vaothese V:Die vom f1x1erten Beobachter gemes -
’ sene ,Zeit“ ist proportional der von
ihmin der Zeitrichtung im L, zuruck-

gelegten Strecke.

Zeitmessungen im E; sind demnach gleichbedeutend mit
Niveaumessungen im Parallelenbiindel M des L.

Betrigt die Verschiebung des fixierten Beobachters in' der
Zeitrichtung von der Nullepoche an ¢ cm, so wird, wenn ¢ sec
verflossen sind,

| q=—7t, (45)
wobei y die konstante ,Fallgeschwindigkeit® des E; im L, dar-
stellt. Das Minuszeichen in (45) ist zur Berucksmhtlgung der
Fallrichtung eingefiihrt: bei pos1t1vem y und pos1t1vem ¢ hat
man negative g-Werte.

~ Wir fithren noch die Grossen

o=%~, 1=—=0 , 071=1 ‘ ) (46)
~ein. Wihlt man als Nullepoche diejenige, wo der euklidische
Ursprung des fixierten Beobachters mit dem hyperbohschen
Ursprung im L, zusammenfillt, so wird der in (38) eingehende,
die jeweilige Lage des E, kennzelchnende Parameter 4 infolge
qg=cl

a=2— Y. @D

c

o=

In der Epoche ¢ wird daher die Gleichung des sich im L, ver-
schiebenden E; lauten:

2 F . —(—x)2 =0, o (48)
was dann fir ¢ = 0 in (39) ibergeht. - o

Die vdm_fiXierte,n_BeQbachter bestimmten euklidischen Koor-
dinaten s, irgendeines sich in seinem Weltraum befindlichen
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Massenpunktes werden Funktionen von ¢ sein. Kennt man dies, und
t, so ist damit auch die Lage des betreffenden Massenpunktes
im L; mittels (40) definiert, wenn man dort —ot statt 4 einfiihrt.

Projiziert man den Ort des Massenpunktes im L, aus M
auf (39), also auf die Lage des E; in der Nullepoche, so erhilt
man einen Ort, den wir als den reduzierten Ort des Mas-
senpunktes im E; ansprechen wollen. Entsprechend soll die
Bahn des reduzierten Ortes im E; die reduzierte Bahn des
Massenpunktes genannt werden. Die euklidischen Koordinaten
des reduzierten Ortes von (s) mogen mittels s Sy bezeichnet wer-
den. Laut (48) und (47) wird

s, =3, e, Sy =5, e—ot. (49)

Durch Differentiation nach ¢ ergibt sich hieraus, wenn ein Punkt
iiber dem Symbol den leferentlalquotlenten nach der Zeit an-
deutet:
d§
5, = —~ e“t—}— 0s, .

Der eukhd1sche Vektor d_tv et , den wir abkiirzend mit v, be-

zeichnen, soll die Eigengesc hwindigkeit heissen; den
euklidischen Vektor os, , abgekiirzt «, , nennen wir die Ex-
pansionsgeschwindigkeit des betreffenden Massenpunk-
tes. Es wird also

5, =0, + u, . (505

Die Eigengeschwindigkeit v, enthdlt wohl scheinbar den
reduzierten Ort, ist aber tatsdchlich von der Wahl der Null-
epoche unabhédngig, denn sowohl s, als auch os, sind ja
offenbar von der Nullepoche unabhingig. Bei der Substitution
t —t, statt ¢, wobei ¢, eine beheblge Konstante bedeutet, bleibt
also v, ungeéndert.

ds,

Ist bestdndig v, =0, so muss d—t———o sein, d. h. die redu-

zierte Bahn schrumpft auf einen Punkt zusammen. Dies findet
offenbar dann und nur dann statt, wenn der betreffende Massen-
punkt, gesehen im hyperbolischen Koordinatensystem des fixierten
Beobachters, sich im L, genau in der Zeitrichtung
bewegt. Die Zeitrichtung des betreffenden Massenpunktes, wenn
er sich auf den Ruhezustand orientiert, wird also mit der vom
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fixierten Beobachter fiir ihn angegebenen Zeitrichtung tiberein-
stimmen, und die Strecke ¢, um die er sich in dieser Zeitrich-
tung wihrend eines Zeitintervalles verschiebt, wird der Grosse nach
tibereinstimmen mit der entsprechenden Strecke ¢ des fixierten
Beobachters fiir dasselbe Zeitintervall. Beide Beobachter werden
also im Spezialfall v, =0 Zeitintervalle vollkommen -iiberein-
stimmend beurteilen, also kurz ausgedriickt, identisches Zeit-
mass verwenden. .

Wir betrachten nun den fixierten und einen zweiten Beob-
achter, fir den die Eigéngeschwindigkeit gleich Null ist; die
euklidischen Achsen dieser beiden Beobachter im E; mogen ent-
sprechend parallel gew#hlt sein. Es seien nun s, die euklidi-
schen Koordinaten irgendeines dritten Massenpunktes nach An-
sicht des fixierten, und s’ die Koordinaten desselben dritten
Massenpunktes nach Ansicht des zweiten Beobachters. Da es
sich um euklidische Geometrie bei parallelen Achsen handelt,
wird ) =s,—s, sein, ‘wenn s, die Koordinaten des zweiten
Beobachters in bezug auf den hx1erten sind. Fir die reduzier-
ten Koordinaten 5, und &, findet man aus == e, s, =sye %,
da ¢ in beiden Fallen ein und dieselbe Grosse bedeutet (voraus-
gesetzt, dass die Nullepochen tibereinstimmen):

dS ’ ’
veat—sv—GSv
dt
14
zév_i_sv_asv
_ e
—Gsv"l_sv—asv
7 ”
=8v GSV
-
ds” ot
—at’

denn ‘infolge v,=0 ist s,=o0s,. Dieses Ergebnis zeigt, dass der
dritte Massenpunkt nach Ansicht sowohl des fixierten, als auch
des zweiten Beobachters ein und dieselbe Eigengeschwindigkeit

dsv at ds, v at
dt dt

besitzt. Fiir zwei solche Beobachter mit tibereinstimmendem
Zeitmass ist also die Eigengeschwindigkeit eines beliebigen drit-
ten Massenpunktes eine Invariante. Ist speziell diese Eigenge-
schwindigkeit vom Standpunkt des fixierten Beobachters gleich
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Null, so .ist sie es .auch vom Standpunkt des zweiten Beobach-
~ ters, .und der dritte Punkt’hat dann wieder mit den beiden
ersten iibereinstimmendes Zeitmass. : -

Die Gesamtheit solcherweise deflnlerter Beobachter mit
gleichem Zeitmass bildet ein System,. in dem jeder nach An-
sicht eines jeden anderen die Eigengeschwindigkeit Null besitzt,
und sich im L, also genau in. der Zeitrichtung bewegt. Ein
solches System von Beobachtern soll ein Inertialsystem
heissen. Die HEigengeschwindigkeit eines beliebigen Massenpunk-
tes hat in bazug auf einen beliebigen Beobachter aus einem
Intertlalsystem ein und denselben Wert; man darf daher von
der E1gengeschw1nd1gke1t des Massenpunktes in.bezug
auf das Inertialsystem sprechen. Bildet man noch auf
dieselbe Art das Inertialsystem dieses. Massenpunktes, so soll
die Elgengeschwmdlgkelt des letzteren als Eigengeschwin-
digkeit des zweiten Inertialsystems in bezug auf
das erste Inertialsystem bezeichnet werden..

Die Expansionsgeschwindigkeit. eines  beliebigen Massen-
punktes wird dagegen . als reine . Ortsfunktion .von verschie-
denen . Beobachtern .in .einem Inertlalsystem stets verschie-
den beurteilt werden, wie . aus der Definition der Expan-
sionsgeschwindigkeit sofort abzulesen ist. Sind O und O zwei -
ein und demselben Inertialsystem angehotrige Beobachter, 4 ein
von beiden besobachteter dritter Massenpunkt, so wird das linear
o-fach vergrosserte euklidische Dreieck 0OAQ" drei Expansions-

] ->
geschwindigkeiten angeben: o¢-0A4 ist die Expansionsgeschwin-
, -
digkeit von A4 in bezug auf O, o- 00" diejenige von O in bezug

>
auf O, endlich o-0'A diejenige von 4 in bezug auf 0. Wir
fassen diesen Sachverhalt kurz im Satz zusammen: Die Expan-
smnsgeschw1nd1gkelten addleren sich eukli-
disch. '

Da die Expansionsgeschwindigkeit proportional der Ent-
fernung wichst, die Eigengeschwindigkeit dagegen bei Ande-
Tung des Beobachters im Inertialsystem sich nicht #ndert, so
wird bei wachsender Distanz des. beobachteten Objekts die Ex-
pansionsgeschwindigkeit stark {iberwiegen. Bei sehr grossen
Entfernungen wird man praktisch nur die Expansionsgeschwin-
digkeit zu berilicksichtigen haben. Aus bisherigen spektrosko-
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plschen Beobachtungen abgeleltetes Zahlenmaterial erglbt fir
At = 1 secd): L -

As _ 1,6-107".
8 B
As
Deutet man A7 unter Vernachlass1gung von v, als reine Expan-
sionsgeschwindigkeit w=o0s, so darf man
- As
s-At
setzen und flndet hiernach : o
0=1,6-10"" sec”
T=6,2-10" sec | | (51)

y=06c¢=4,8-10"" cm sec .

- Wir wollen die N&herungswerte (51) bei allen ferneren
Zahlenbeispielen als Rechnungsgrundlagen benutzen. Danach
»iallt* also der E; im L, um 1 ¢m in ca. 2-10° sec, d. h. in
ungefihr 23 Tagen. Man hat natiirlich in Betracht zu ziehen,
dass die Zahlen (51) in Zukunft eine Korrektur erfahren werden.
Auch die grundlegenden astrophysikalischen Formeln, die bei
der Bearbeitung des Beobachtungsmaterials Verwendung finden,
bediirfen einer Korrektur, wie im § 8 gezeigt werden soll.

§ 6. Addition von Eigengeschwindigkeiten. Bei Beob-
achtungen in relativ ,kleinen“, etwa intragalaktischen Entfer-
nungen wird die Higengeschwindigkeit dominieren, weil ¢, wie
(p1) zeigt, sehr Kklein ist und demnach auch »=os dann klein
‘ausfillt. Diesbeziigliche Messungen haben in diesem Rahmen
- die Berechtigung der Einstein’schen Kinematik indirekt bestd-
tigt, oder zum mindesten nicht widerlegt. Dies weist daraut
hin, dass die Addition von Eigengeschwindigkeiten sich nicht
nach euklidischen Gesetzen, sondern, wie es die Relativitits-
theorie implizite fordert, ohne zwischen Eigen- und Expansions-
geschwindigkeiten zu unterscheiden, nach Additionsgesetzen hy -
perbolischer Vektoren vollzieht. Unser System von Hypo-
thesen muss daher noch in diesem Sinne erginzt werden.

. 5) Nach einemReferat von D. Rootsman (Tartu Tédhetorni Kalender
1935). E. Hubble and M. L. Humason, Astrophys. J. 74 (1931) ,The Velo-
city-Distance Relation among Extra-Galactic Nebulae“ geben den Wert 558 km/sec
per million parsecs, was 1,8°10—17 sec—1 entspricht. Die Unsicherheit .wird
von Astronomen auf 200/, eingeschatzt. .

3
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Wir denken uns den im E, definierten euklidischen Vektor
v mit den Komponenten v, einem hyperbolischen Vektor im L,
assoziiert. Der assoziierte hyperbolische Vektor werde als der-
jenige Tangentenabschnitt von der Linge [ interpretiert, welcher
gemiss § 4 die Linge v eines Grenzkreisbogens mittels

v=cthé o v="Vv,v, (32)

bestimmt. Denkt man sich den euklidischen Vektor v als Grenz-
kreisbogenstiick im E; fiir die Epoche ¢ =0 an den Ursprung
geheftet, so sind die Komponenten v, zugleich die hyperboli-
schen Koordinaten der Projektion des zweiten Endpunktes des
Bogenstiickes aus M auf den Berithrungsraum L; (z, = 0). Wir
assoziieren nun den hyperbolischen Punkt (v) im L, dem eukli-
- dischen Vektor ». Durch diesen Punkt (v) des Lg ist ein hyper-
bolischer Vektor bestimmt, der im L, liegt, vom Ursprung aus-
geht und in den Punkt (v) miindet ; die Zuordnung dieses dem eukli-
dischen Vektor aus E; assoziierten hyperbolischen Vektors®) im
Beriihrungsraum L; ist eineindeutig. Je nachdem die Eigen-
geschwindigkeit v kleiner als ¢, gleich ¢ oder grosser als ¢ ist,
wird der assoziierte Punkt im hyperbolischen L, in das eigent-
liche, das unendlich ferne oder in das ideelle Gebiet fallen. Nur im
ersten Falle v<Zc¢ wird der assoziierte hyperbolische Vektor ein
eigentlicher sein, d. h. ausschliesslich aus eigentlichen Punkten
des L; bestehen. Der zweite Fall v = ¢ entspricht einem
unendlich langen hyperbolischen Vektor, was als Grenzfall eigent-
licher Vektoren gelten kann. Im dritten Falle wire die Linge
des assoziierten hyperbolischen Vektors eine komplexe Zahl.

Wir wollen nun bei der Bewegung von Massenpunkten
tiberhaupt nur den Fall eines eigentlichen assoziierten Vektors
als realisierbar ansehen, formulieren demnach die

Hypothese VI: Die Eigengeschwindigkeit eines
Massenpunktes im E; kann den Grenz-
wert ¢ nicht erreichen, geschweige
denn tibersteigen. |

Erst durch diese Forderung erhilt die im § 5 erwahnte
Vorstellung vom Nichtvorhandensein einer ,,Rotation“ der Achsen

: 6) Diese Zuordnung verwendet faktisch V. Vari&ak in seiner Abhand-
lung ,Uber die nichteuklidische Interpretation der Relativtheorie“ (Jahresber.
d. Deutsch. Math. Ver.: XXI 1912). :
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einen prizisen Sinn. Solange keine obere Grenze fiir EHigen-
geschwindigkeiten festgesetzt ist, existiert kein durch ,Nicht-
rotation“ ausgezeichnetes Achsensystem. In der vorliegenden
Darstellung ist eben ein Achsensystem dann frei von Rotation
(ein galileisches System), wenn die Hypothese VI erfiillt ist.

Fernsignale, die ja nicht durch eigentliche Massenbewegung
ersetzt werden konnen, sondern auf einem Zusammenhang des
E, in sich beruhen, sollen sich im ungekrimmten E; mit
der Eigengeschwindigkeit ¢ per sec ausbreiten. Im Interesse einer
Vereinheitlichung der Kinematik wiahlen wir noch die folgende

Hypothese VII: Die Ausbreitung von Fernwirkungen
im E; erfolgt so, als ob es sich um
eine Bewegung von Massen mit der
Eigengeschwindigkeit ¢ handelte.

Doar Grenzwert ¢ der Eigengeschwindigkeit wird also nach die-
ser Annahme bei einer Bewegung tatsdchlicher Massen nie erreicht,
wohl aber bei den auf Elastizitdt beruhenden Fernsignalen den-
noch realisiert. Dies ist nicht paradoxaler, als die empirisch
feststehende Tatsache, dass Fernwirkungen tatsdchlich massen-
freie Distanzen tiberbriicken. Ob man sich den Triger E, der
Fernwirkungen hierbei als Substanz (Ather), oder einfach als
ein Gewebe geoditischer Linien vorstellt, ist fiir den mathema-
tischen Kern der Sache ohne Belang.

Die euklidische Addition der Expansionsgeschwindigkeiten
ist eine logische Konsequenz der Hypothesen 1V und V. Es ist
einc ebensolche logische Konsequenz von VI, dass Kigenge-
schwindigkeiten sich nicht gleichfalls euklidisch addieren kon-
nen, wenn man von einem Inertialsystem zu einem anderen
iibergeht, weil bei einer euklidischen Addition ¢ erreicht und
tiberschritten werden konnte.

Nach II und VII muss bei einem solchen Ubergang von dem
einen System zu dem anderen die Eigengeschwindigkeit ¢ sich ko-
variant verhalten. Dies bedeutet in Ubertragung auf die asso-
ziierten hyperbolischen Vektoren im L;, dass einem Punkt des

u. f. Gebildes _
¢>—v,v,=0 | (53)

des L; bei einem solchen Ubergang stets wieder ein Punkt des-
selben Gebildes entsprechen muss. Nach § 1 ist es daher nahe-
3*
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liegend, diesen Ubergang formal als eine Bewegung st rans-
formation (4) des hyperbolischen Raumes L; zu inter-
pretieren. Wir kommen so zur )

Hypothese VIII: Ist w eine Eigengeschwindigkeit
vom Standpunkt eines ersten Iner-
tialsystems, v die entsprechende Ei-
gengeschwindigkeit vom Standpunkt
eines zweiten Inertialsystems, ferner
v die Eigergeschwindigkeit des zweli-
ten Systems in bezug auf das erste, so
ist (w) im Bertihrungsraum L; derje-
nige Punkt, in den (w) iibergeht, wenn
man den L; lings dem v assoziierten
hyperbolischen Vektor um die Linge
dieses assoziierten Vektors in nega-
tiver Richtung verschiebt.

- Der Ubergang von einem Inertialsystem zu einem anderen be-
deutet also, kurz ausgedriickt, eine Addition der den Eigenge-
sChWindigkeiten assoziierten hyperbolischen Vektoren im L,.

Wir wollen uns bei einer Aufzihlung plausibler Griinde
fiir die Hypothese VIII hier nicht aufhalten, sondern be-
gniigen uns mit dem Hinweis, dass sie identisch ist mit dem
Gesetz der Addition der Geschwindigkeiten nach der Ein-
stein’schen Theorie, sobald man einfach von Geschwindigkeiten
statt von Eigengeschwindigkeiten spricht, also 6= 0 setzt.

In analytischer Form ergeben sich die Formeln fiir eine
Transformation der Eigengeschwindigkeit nach VIII aus (10), -
wenn man von einer moglichen Neigung der Achsen des einen
Systems gegen die Achsen des anderen Systems absieht, also
nur parallele Achsensysteme beriicksichtigt. Da wir nun mit
unhomogenen Koordinaten w, operieren, so tritt an die
Stelle der homogenen Transformationsform (10) die ge-
brochene: |

=w;¢+(cha)——1)aﬂavw’,,—1—caﬂshw ’

Z 1, | (54)
Eava)vshw—i—cha) -

w

wo a, die Richtungskosinus des Vektors v, also
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Uy .
K Iav = 7 ’ v =-Vivv Uy, (50)

bedeuten, und w-durch - o

| | v=ctho (56)

definiert ist. |

Statt der abstrakten analytischen Formel kann man natiir-

lich auch die anschaulichere Methode der direkten Betrachtung

des aus den w, ' und v assoziierten hyperbolischen Vektoren
- zZusammengesetzten Dreiecks im L; anwenden.

Es folgen zwei Beispiele?): -

1. Beispiel: (v) und (w) liegen auf einer Geraden, als welche
man stets die 1-Achse wéahlen kann. Es ist dann ¢, =1,
ay=0a3=0; vy=v=ctho, v,=v3=0; w, =w, w,=w;=0. Nach
(6) folgt nun sofort wh=ws;=0, also wi=w" und

> — w'cho+csho v

-2- w' shw +chw 1—|—3§§—

also die bekannte Einstein’sche Formel, die sich dort aber
auf Geschwindigkeiten iiberhaupt, hier bloss auf Eigengeschwin-
digkeiten bezieht. Fihrt man statt w, w’, v entsprechende Lén-
gen ¢0, ¢, co assoziierter hyperbolischer Vektoren ein, so er-
hilt diese Formel die prignantere Gestalt

th @ =th (0 + ). . (57)

2. Beispiel: Aberration. Ein und derselbe Lichtstrahl (Fern-
signal) trifft den fixierten und den koinzidierenden, mit der Ei-
gengeschwindigkeit v voriibereilenden Beobachter. Statt (54) .
soll die Trigonometrie des hyperbolischen Vektorendreiecks verwen-
det werden. In der Fig. 1 liegt die Spitze C' des Vektorendreiecks

C = \0

4

Fig. 1.

OVC im Unendlichen; OV stellt den v assoziierten hyperbolischen
Vektor von der Linge cw dar, OC die vom fixierten Beobachter
gesehene Lichtgeschwindigkeit (assoziierter Vektor), VC dieselbe

7 Vgl. V. Variéak, L e. D
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Lichtgeschwindigkeit vom Standpunkt des bewegten Beobachters.
Der fixierte Beobachter sieht die Lichtquelle in einer um den
Winkel ¢ gegen die Bahn des zweiten Beobachters geneigten
Richtung; der zweite Beobachter schitzt diesen Winkel als 4.
Da auch in der hyperbolischen Geometrie ein Aussenwinkel im
Dreieck stets ' grosser ist als ein nichtanliegender Innenwinkel,
so wird sicher yp<¢@. Die Differenz 0=¢— bildet den
Aberrationswinkel. Eine bekannte Formel der sphirischen Tri-
gonometrie ergibt fiir den vorliegenden Fall eines imaginiren
Sphérenradius ¢, wenn man in Betracht zieht, dass der Win-
kel bei C, wie aus dem Sinussatz folgt, gleich Null ist:

1=¢c0s ¢ cosy —+ sin ¢ siny ch w.
Dies bedeutet eine quadratische Gleichung fiir tan v, aus der
man fir den richtigen, ndmlich den kleineren Wert von v findet:
sin ¢ .
cospchw-+shw

tany =

Mit Hilfe der ersten Gleichung folgt hiernach:

__cospchw4-shw
~chw+4cospshw

’

CoS Y

oder, wenn man Y statt tho einfiihrt:

¢
vtc-cosg

Cosw:c—{—v.cosm

(58)

Bei ¢ =J—2v hétte man demnach cosyp = %, ‘wahrend die klassische

Theorie cotqp=% ergibt. Der Aberrationswinkel o, der {ibri-

‘gens dem Flicheninhalt ‘des Dreiecks OFC proportional ist, wird
ein Maximum fiir

w
cos g =-—tan—

BEs ist dann 9 = w—¢ und
2th <2
. 2
Sln 6max _
ch?2
2

Was bei kleinem w dem Wert Z—J nahe kommt.
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Werden die Beobachter vertauscht, so hat man es mit den
Nebenwinkeln von ¢ und % zu tun: in den Formeln bleibt dabei
bei passender Anderung der Bezeichnungen alles beim alten.
Es ist also prinzipiell gleichgiiltig, welcher der beiden Beobachter
als der fixierte, welcher als der bewegte gilt. In der klassi-
schen Theorie ist dies bekanntlich nicht der Fall.

Die hier angegebene Aberrationstheorie ist identisch mit
der Einstein’schen, weil es sich um den gerade beim fixierten
Beobachter, also in der Distanz Null, eintreffenden Lichtstrahl
handelt, die Expansionsgeschwindigkeit also gleich Null ist und
einzig die Eigengeschwindigkeit iibrigbleibt. Dagegen wird im
analytischen Ausdruck des Doppler-Effekts, wie im § 8 dar-
gelegt werden soll, eine Abweichung von der Einstein’schen
Theorie stattfinden, weil in dieser Frage die Entfernung der
Lichtquelle vom Beobachter eine wesentliche Rolle spielt.

§ 7. Translatorische Bewegung. Die vom Massenpunkt im
E; beschriebene Bahn ergibt sich aus (50) durch Integration.

Ist die Eigengeschwindigkeit konstant, d. h. sind die v, von
¢ unabhingig, so nennen wir die Bewegung eine translato-
rische, oder auch kurz eine Translation. Handelt es sich
um Translation, so findet man aus (50):

710 _/U.v_tﬁz—t
v, +08, ="

wenn S, die euklidischen Koordinaten des Massenpunktes in der
Epoche ¢t =0 sind. Hieraus folgt:

s, =(S,+7v,)et —7v,. (59)
$ 70,
S, + 7o,

fir alle » den gleichen Wert hat, so ist die Bahn im E; eine
Gerade, u. zw. mit den Richtungskosinus

,‘Sv+;lf’"vv .
V8,s,+v2v,v,+278,v,

Schreibt man hier 82 fir §, 8, +* fir v, v,, so ist S, v, als ska-
lares Produkt von 8 und v gleich Svcos®, wenn 6 den Winkel

Da mithin

(60)
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zwisechen ‘den Vektoren S und v bedeutet Der Nenner in (60)
wird dann ‘

VSQ—I—t202+QvaCOS@, (61) -
was identisch ist mit der Linge der dritten Seite eines eukli-
dischen Dreiecks, in dem zwei Seiten entsprechend die ILﬁ}ng'en
S und vv haben und den Winkel & — O einschliessen.
Dies bezeugt, dass dieser Nenner nur dann gleich Null ausfillt,
wenn § und vv gleich lang sind und #— 0= 0 wird, m.a. W., wenn
der Vektor § mit dem Vektor — vv identisch ist. In diesem singu-
lairen Fall zeigt aber dann (59) s, = §,, d. h. der Massenpunkt
verbleibt im E; die ganze Zeit iiber an einem Ort, obgleich er
eine von Null verschiedene Eigengeschwindigkeit besitzt: letz-
tere wird dann eben von der Expansionsgeschwindigkeit ‘kom-
pensiert. Diese scheinbare Gleichgewichtslage ist eine labile;
beim Ubergang zu einem beliebigen anderen Beobachter inner-
halb desselben Inertialsystems wird die Kompensation zerstort.
Andererseits ldsst sich fiir einen vorgegebenen in Translation be-
griffenen Massenpunkt in einem vorgegebenen Inertialsystem
stets ein und nur ein Beobachter angeben, fiir den die
Bewegung des erwédhnten Massenpunktes einen solchen sin-
guldren Charakter zeigt, allerdings unter der fingierten Voraus-
setzung, dass man Beobachter im Inertialsystem kontinuier-
lich verteilen kann. Bei derselben Fiktion wird ein beliebiger
Beobachter aus einem Inertialsystem in einem beliebigen an-
deren Inertialsystem einen und nur einen Fixpunkt konstatieren.
Die Wahrscheinlichkeit einer tatsichlichen Beobachtung der-
artiger Singularititen am Sternenhimmel ist sehr gering,
weil wirkliche Beobachter nur an Verelnzelten Stellen des Welt-
raumes auftreten.

Wir wenden uns nun zum allgemeinen, nicht singuliren
Fa]l. Wire o = 0, also keine Expansionsgeschwindigkeit vor-
handen, so miissten die Richtungskosinus der Bahngeraden
proportional den v, sein. Der Einfluss des Expansions-
koeffizienten o #ussert sich also zunichst“in einer A b-
lenkung der Bahn. Da o .sehr klein ist, so wird diese Ab-
lenkung nur fiir sehr grosse;Wéyte von §, bemerkbar.

Die Bahn ist wohl geradlinig, erstreckt sich aber nur in
der Richtung positiv wachsenderZeiten ¢ ins Unendliche:
bei negativ unbeschrinkt wachsendem ¢ nihert man sich auf
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der Bahngeraden asymptotisch demjenigen Punkt des E;, des-
sen Koordinaten- die Werte — vv; haben, wie aus (59) ersicht-
lich wird. Die Bahn ist also eine von diesem Punktausgehende
Halbgerade. Den Anfangspunkt (— vv) dieser Halbgeraden
konnte man den Fluchtpunkt der Bahn nennen. Simtliche
Massenpunkte mit ein und derselben. Eigengeschwindigkeit, also
simtliche ein und demselben Inertialsystem angehorige Punkte,
zeigen ein und denselben Fluchtpunkt, scheinen also aus ein und
demselben Punkt des Weltraumes hervorzuquellen. Im singu-
laren Fall hat man statt der Halbgeraden nur noch den Flucht-
punkt (— 7). .

Fir die kleine Eigengeschwindigkeit v = 1 cm sec! hegt
der Fluchtpunkt in der Entfernung ca. 0,6.-10'2 km, also weit
hinter den wahrscheinlichen Grenzen unseres Planetensystems.

Die Fluchtpunkte fiir einen gegebenen Absolutwert von v
liegen im E; auf einer Sphire vom Radius v um den Beob-
achter herum. Die umfassendste dieser Sphiren hat den Ra-
dius v¢, d. h. ungefiahr 6.108 Parsec. Diese grosste
Sphire soll die Sichtsphédre des Beobachters heissen. Simt-
liche Fluchtpunkte liegen innerhalb der Sichtsphéire. Der fixierte
Beobachter - hilt seine Sichtsphire fiir unverdnderlich, die
Slchtspharen samtlicher anderer zu seinem Inertialsystem ge-
‘horigen Beobachter dagegen fiir beweglich, jedoch so, dass
vor gentigend langer Zeit die Sichtsphire eines beliebigen
solchen Beobachters der seinigen beliebig nahe kam. Des-
gleichen sind die Fluchtpunkte nach Ansicht verschiedener
Beobachter aus ein und demselben Inertialsystem verschieden,
jedoch wird wiederum der Unterschied beliebig klein, wenn
man geniigend weit in die Vergangenheit zuriickgreift.
| Da der Fluchtpunkt stets innerhalb der Sichtsphire liegt
und die Bahn sich, ausgenommen den singuliren Fall, ins Un-
endliche erstreckt, wenn ¢ positiv wichst, so wird im allge-
meinen fiir jede Eigengeschwindigkeit, auch fir » =0, die
Bahn einmal die Sichtsphire schneiden, der Massenpunkt also
aus der Sichtsphére heraustreten. Von jedem Inertialsystem
wird auf die Dauer einzig und allein ein Massenpunkt, nédmljch
der singulire, innerhalb der Sichtsphire verbleiben. Der Aus-
trittsmoment ldsst sich zwar bei bekannten Daten-theoretisch
berechnen, nicht aber tatséichlich beobachten, aus Griinden,
die im. § 8 .dargelegt werden sollen.
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Die Bahnlinge eines in translatorischer Bewegung begrif-
fenen Punktes fir ein Zeitintervall 4¢ wird von verschiedenen
Beobachtern aus ein und demselben Inertialsystem verschieden
eingeschitzt werden, bildet also keine Invariante im Iner-
tialsystem. Dagegen wird eine Invariante erhalten, wenn
man den Ortsunterschied berechnet zwischen demjenigen
Ort, wo der Massenpunkt im Moment ¢ sich tatsdchlich befindet,
und demjenigen Ort, wo er sich befinden wiirde, wenn seine
Eigengeschwindigkeit von einem fixierten, sonst aber beliebigen
Moment ¢, an gleich Null wire, d. h. wenn der Massenpunkt
vom Moment ¢, an zum Inertialsystem des Beobachters gehoren
wiirde. Es handelt sich hierbei also um die Berechnung der
Verschiebung relativ zum Inertialsystem des
Beobachters.

Nach (59) bestimmt sich der Ort des Massenpunktes fiir
die Epoche ¢, aus

gl
s, =(8,+7v)e 0_1;,0,) :

Wenn nun im Laufe der niichsten t— ¢, Sekunden die Eig‘enge-
schwindigkeit des Punktes Null wire, so hitte man nach § 4
fir den Ort im Moment ¢ die Koordinaten s, (¢—%) also

[(S,+7v,) P vy | A tO),
oder | | |
(S, +7v,) % —Tv, I At=1t—1 .

In Wirklichkeit werden aber die Koordinaten des Massenpunktes
im Moment ¢ nach (59) lauten:

S, +7v,) e“t—rvv .

Fir die euklidische Distanz D zwischen dem zuerst ge-
nannten fiktiven und dem wirklichen-Ort findet man hieraus

D=l/r2 (4t —1)2v, v, = vv (e 4—1) . (62)

Diese Grosse D hingt nur von v» und 4t ab, éndert sich also
tatsidchlich nicht beim Beobachterwechsel innerhalb eines Iner-
tialsystems. Wir wollen D die relative Bahnldnge
nennen.

Entwickelt man nach Potenzen von o¢-4¢, so folgt aus (62):
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o At (a Aoy |
D=v-At[1+ 2'_—}- +....]. (68)
Infolge der Kleinheit von o ist demnach die Kklassische Formel
D =uv- At

fiir gentigend Kkleine Zeitintervalle At eine sehr gute Annihe-
rung. Bei v = ¢ und 4¢ =1 sec wiirde die Korrektur ungeféahr
+2,5-10~ mm betragen. Dies besagt u. a., dass die im § 5
anlésslich der Hypothese II gegebene provisorische Definition
der Konstanten ¢ etwas berichtigt werden muss: in 1 sec wird
vom Fernsignal im Inertialsystem des fixierten Beobachters
nicht genau die Strecke ¢, sondern eine um etwa 25 Angstrbm-
Einheiten grossere Entfernung iiberbriickt. Eine so prézise Be-
stimmung von ¢ ist natiirlich bei praktischer Messung undurch-
fihrbar.

- Wire o = 0, also keine Expansion Vorhanden SO V\urde D
mit dem Xklassischen Begriff der bei gleichférmiger Bewegung
durchlaufenen Bahnstrecke libereinstimmen. Auch bei der klas-
sischen Auffassung handelt es sich aber hierbei im Grunde ge-
nommen stets um die Grosse der Verschiebung gegen das Iner-
tialsystem des Beobachters.

§ 8. Anwendung auf Fernsignale. Auf Grund von VII
sind Fernsignale wie translatorische Bewegungen mit der Grenz-
eigengeschwindigkeit ¢ zu behandeln. Die Formel (62) gilt
demnach auch fiir Fernsignale. Es sollen die Konsequenzen
von (52) fiir diesen Spezialfall nun niher untersucht werden.

Es sei ¢ die Entfernung eines Objekts im E; vom fixierten
Beobachter in einem Moment {,. Das Objekt sende in diesem
Moment ein Fernsignal (Lichtstrahl) aus, das vom fixierten Be-
obachter im Moment ¢, + L empfangen wird. Man hat dann
At = L, und die relative Bahnlinge des Fernsignals vom Mo-
ment der Emission bis- zum Moment des Empfanges wird nach
(62) gleich v¢ (e —1). Indem wir die entsprechende Begriffs-
bildung der Relativititstheorie verallgemeinern, nennen wir diese
Grosse die dem Zeitintervall L entsprechende Lichtzeit I:

I =vec (el —1). (64)
Auf Grund der im vorigen Paragraphen gegebenen Definition

der relativen Bahnlinge wird nun / gleich sein der Distanz, die
die Lichtquelle im Moment ¢ + L vom fixierten Beobachter
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hitte, wenn sie vom Moment der Emission an zum Inertial-
-system des fixierten Beobachters gehoren wiirde, also gleich
0el.  Aus der somit resultierenden Gleichung

Te (e"L— 1) —Qe"[‘

folgt, wenn man statt oo die entsprechende Expansmnsgeschwm-
digkeit w einfiihrt, zunichst :

c : v
oL ¢ . (65
pa— o ()a)

und wenn man dies in 0e9l einsetzt:

1= =0 +> + “ S (86)
1.___
C

Nach der klassischen Theorie wire die scheinbare Helligkeit des
Objekts proportional o—2. Da aber das Signal wéihrend der Lauf-
zeit L im Inertialsystem offenbar die Oberfliche einer Sphére
mit dem Radius l erreicht hat, so wird die Intensitit des im
Zeitpunkt tO—I—L empfangenen Signals umgekehrt proportlonal
der Oberﬂache dieser Sphére, also proportional 172 anzunehmen
sein. Wegen l>g wird die Intensitit hiernach bei grossen
Werten von g.betrichtlich geringer sein, als es die klassische
Theorie. annimmt. Bei méissigen Entfernungen ist tibrigens der
Unterschied noch sehr gering. So findet man fiir ¢ = 10 Par-
sec (etwa a Ursae minoris)

’“ci_'= 1,6-107°, I’ ~(1—33-107% ¢

Dieser Unterschied ist unmessbar klein. Fir die zurzeit schon
gemessene Expansmnsgeschv\1nd1gke1t 20000 km sec~! berech-

net sich

| ’: —=0,087, [=1,070, 172 =0,8707,
was ‘einem Helligkeitsunterschied von ca 0,15 Grossenklassen
entsprlcht "Bei weiterem Eindringen in die Tiefen des Univer-
sums. werden die Helligkeitsunterschiede gegen die klassische
Annahme schon fiihlbarer. Geht man z. B. von den Objekten,
deren Hxpansionsgeschwindigkeit 20 000 km sec—! bétrigt, noch
um drei Helligkeitsgrossenklassen weiter, so wird die schein-
bare Helligkeit 16 mal geringer, nach der klassischen- Theorie o
also 4 mal grosser, wonach man geneigt wire als Expansions-
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geschwindigkeit zu erwarten 80 000 km sec™™. Auf Grund der hier
entwickelten Theorie wird aber nicht o, sondern ! nun 4 mal
grosser, o dagegen bloss 8,3 mal grosser, und man wird also nur eine
Expansionsgeschwindigkeit von ca. 67 000 km sec—! erreichen.
Da es sich hier um eine Differenz von 16°/, in der spektrosko-
pisch zu messenden Geschwindigkeit handelt, so hat man hierin
die Moglichkeit einer experimentellen Priifung des Helligkeits-
gesetzes. Bei der Diskussion der Resultate einer solchen Priifung
wire jedoch zu berticksichtigen, dass die Voraussage bloss als
eine sehr grobe Annidherung zu gelten hat, weil das zugrunde
gelegte ¢ noch sehr unsicher ist, die Resultate der Rechnung
aber fiihlbar von dem fiir o angenommenen Werte abhin-

gen, da alles von der in (66) eingehenden Grosse %‘ d. h -

stark beeinflusst wird. Jedenfalls ist aber mit einiger Sicher-
heit zu erwarten, dass wenn die Resultate der ferneren Beobach-
tungen fir grosse Tiefen vom Standpunkt der klassischen Theo-
rie bearbeitet werden, eine Verlangsamung der Ex-
pansion in HErscheinung treten muss. . Wenn das tatsichlich
der Fall sein sollte, wird die hier entwickelte Theorie, als ,be-
quemere“ im Poincaré’schen Sinne, den Vorzug verdienen.
Aus (65) folgt fiir die Laufzeit L des Fernsignals:

__ _90_ @, U W
L=—vlog(1 c) 0(1—|—20—|—362+....).‘ (67)

Diese Laufzeit wird demnach ins unendliche wachsen, wenn
das leuchtende Objekt innerhalb der Sichtsphire sich der Peri-
pherie dieser Sichtsphdre beliebig nidhert. Der fixierte Beob-
achter wird daher zu jeder Zeit jedes beliebige leuchtende
Objekt theoretisch noch ,sehen“ konnen., den Austritt aus der
Sichtsphédre, der doch, wie im vorigen Paragraphen dargelegt
bei konstanter Eigengeschwindigkeit nach endlicher Zeit statt-
finden muss, nie ,beobachten“ koénnen. Bei all dem ist aber
noch in Betracht zu ziehen, dass die scheinbare Helligkeit des
Objekts bei ¢>7c dem Grenzwert 0 zustreben wird, wie aus (66)
zu folgern ist, weil dann I c. Dieser Umstand diirfte
u. a. eine zwanglose Erklirung der Dunkelheit des Himmels-
gewolbes bieten, ohne dass man einer zusitzlichen hypotheti-
schen Hxtinktion des Lichtes im Weltraum bendtigte: sollte sogar
die ganze Innenfliche 4 g? einer Sphire vom Radius ¢ bestin-
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dig mit gleicher Intensitdt J leuchten, so wiirde bei ¢ >7c den-
noch die Gesamtintensitit des empfangenen Lichtes unbe-
grenzt abnehmen. In einem Raumwinkelelement dy wird ndm-
lich der im Mittelpunkt der Sphire gedachte fixierte Beobachter
die scheinbare Helligkeit
J ‘;,d«p_ J(1— _) d

konstatieren:; bei ¢—> v¢ nihert sich dies offenbar dem Wert o.
- Eine noch so hell leuchtende Innenfldche vom
Radius v¢ erzeugtim Mittelpunkt tiberhaupt keine
Lichteindricke.

Fir Objekte auf der Sichtsphire wird die Expansionsge-
schwindigkeit u = o7 ¢ = ¢. Dieser Grenzwert wird aber im Spektro-
skop schon deshalb nicht zu beobachten sein, weil die Helligkeit
dann 0 ist. Wir wollen in diesem Zusammenhang gleich die
korrigierte Formel fiir den Doppler- Effekt angeben, obgleich
wir damit etwas vorgreifen, weil an einer Stelle der Ableitung
ein Resultat aus § 10 benutzt wird.

Ist L die Laufzeit, so wird ein im Moment ¢ emittiertes
Fernsignal im Moment ¢+ L = T empfangen. Die Derivierte

wird die ,,'Zeitvergrbsserung“ darstellen: eine nach Ansicht des
empfangenden Beobachters d¢ sec andauernde Zeitspanne am
Sender wird sich im Empfanger wahrend der Zeitspanne dT sec
abwickeln. Gehort hierbei das sendende Objekt zum Inertial-
system des Beobachters, so wird dt auch nach Ansicht dieses
Objekts das Emissionsintervall bedeuten; besitzt aber das Objekt
eine Eigengeschwindigkeit v, so ist das Zeitmass des Objekts
von dem des Inertialsystems verschieden, u. zw.. wird, wie im
§ 10 Formel (87) angegeben, wenn ¢’ die Zeit im ,bewegten
Objekt bedeutet,

' dt=dt -chow , v=ctho ,. |
fir v=0 also dt=dt’. Die Zeitvergrosserung beim Empfang
im Vergleich zum Emissionsintervall, letzteres gemessen im Zeit-
mass des Objekts, wird:

aT aT dt

= Et"'"(l‘L Ly he . (68)
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Ganz abgesehen von anderen Erscheinungen, wird sich nun diese
Zeitvergrosserung - 2 auch in einem Unterschied zwischen der

nach Ansicht des Objekts ausgesandten Frequenz » und der
nach Ansicht des fixierten Beobachters empfangenen Frequenz
v dussern. Hine einfache Uberlegung zeigt, dass

at v (69)
sein muss. Aus (65) findet man durch Differentiation nach ¢:
aL_ 1 de.

dt  c—u dt

Fihrt man die euklidischen Koordinaten s, des Objekts ein und
versteht unter a, die Richtungskosinus der Distanz o, so wird
¢a,=s, und ¢*=s,s, Durch Differentiation nach ¢ folgt hier-
nach mit Hilfe von (50): :

do _ SuSu
at o
= Cuy
= a, (vu—l— 0sy)
= auvu—{— 0Q
= aﬂvﬂ—[—u .
Fasst man alles dies zusammen, so folgt:
' V' dL
(12
> (L4 Ut ch o
l ’ 1
=[1—,L-c—:—u—(au v, F u)] -chow
a, v C
=_Af_ﬁ_ cho .
c—u _
Bedeutet ® den Winkel zwischen » und o, so wird
o anM=vcos@.
mithin ist '
v _ c+vCos @cha)
y C—U
__chw-+4shwcos6
= o ,

¢
oder, in anderer Gestalt:
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V =y, — . ' . {70)

Diese Formel geht fiir ¢ = 0,. also =0, in die Ein-
stein’sche Form des Dopplerprinzips tiber 8. Fir v = 0 ergibt
sich aus (70) fur die dann allein iibrighleibende Expansions-
geschwindigkeit » die klassische Form des Dopplerprinzips.

Beschriankt man sich auf.Glieder erster Ordnung und fiihrt
statt der Frequenzen die ,Wellenlingen“ A und A" ein, so er-
h&lt man aus (70) die Ndherungsformel:

l’(u—}—vcos@__l’@

A—N=A41 ~ ——
‘ c c
d. h. |
do c '

Die Vernachldssigung des Faktors chw diirfte praktisch
- von geringer Bedeutung .sein, weil gewichtige Griinde dafiir
sprechen, dass v im allgemeinen klein ist. Wohl aber wird der
Fehler der Niaherungsformel gross, sobald u gross ist. Des-
gleichen wiirde ein merklicher Fehler entstehen, wenn man
nach der Einstein’schen Formel rechnete und dabei chw

aus Z—f statt aus v bestimmte. Ein Beispiel soll dies erldutern:

Fir o = 18,75-10% cm wird » = 8-10° cm sec—'; es sei
noch v=238-102 cm sec—', ©=0. Fir die Spektrallinie ¢
(¥ = 6562,8 A.E.) findet man dann nach der exakten Formel
(70) 2 = 7365,8, also eine Rotverschiebung um 802,5 AE. Dabei
ist 0 = 33000 km sec—!. Nehmen wir nun an, eine Beobach-
tung ergebe fiir die C-Linie 44 = 802,5, so wiirde man nach
der Ndbherungsformel (71) berechnen : : |

dQ 3.10%

¢ ’ —8 —1 —1,
at = 6562.8 . 10—F 802,o 10—8 cm sec 36700 km sec’

also unter den gegebenen Bedingungen einen um 11°/, zu hohen
Wert finden. Die genaue klassische Formel wiirde auf Grund
der genannten Beobachtung ergeben : |

8 Im Enzyklopidieartikel W. Pauli jr. V 19, Formel (15) steht « fir
n — 0 und B fiir ~ unserer Bezeichnung.
c
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do ¢ 8.1010

—=_—Al= — ~10—% sec—! = 82700 km sec™!,
7 — 7 A= 73555107 5020 107" om sec™! =827 _
also bloss um 0,9%/, zu wenig. Die Einstein’sche Formel wiirde
ergeben, wenn man annimmt, dass die Tangentialkomponente
der Geschwindigkeit gegeniiber der Radialkomponente vernach-

lassigt werden kann, wie es 1a in unserem Beispiel streng der

Fall ist,
dg At 13928 '
Al = 10 ————802,5cm sec™ =
¢ =8 100 G 5 8025
= 84460 km sec!,

also um 4,5%, zu viel.

Bildlich gesprochen, dominiert in der exakten Formel (70)
die klassische Komponente gegeniiber der relativistischen.

Sind o und ¢ mit hinreichender Schirfe bekannt, so lisst
sich nach (70) aus der Verschiebung der Spektrallinien die
Radialkomponente der Elgengeschwmdlgkel’c bei kleinen v, also
ch o = 1, berechnen. :

Nihert sich das Objekt der Sichtsphire, strebt also ¢ u gegen
¢, so wichst die Zeitvergrosserung unbegrenzt. Ereignisse auf nahe
der Sichtsphire befindlichen Himmelskorpern werden vom fixierten
Beobachter also gewissermassen unter der Zeitlupe gesehen. -

Der Ort, wo das Objekt sich befand, als és das vom Beob-
achter im Moment 7 empfangene Signal aussandte, bildet den
»sichtbaren Ort“ dieses Objekts im Zeitpunkt 7', wobei aller-
dings mnoch die durch die Eigengeschwindigkeit , bedingte
Aberration zu beriicksichtigen wire; die Entfernung ¢ im
Moment der Emission bildet entsprechend die ,sichtbare
Distanz“ fiir die Epoche T. Die sichtbaren Orte sidmtlicher
in Translation begriffener Objekte werden sich mit wach-
sendem 7 gegen die Sichtsphire hiufen, denn letztere enthélt
simtlich Grenzlagen der sichtbaren Orte fiir 7 >oco. Be-
achtet man, dass die Zeit sich auch negativ ins Unendliche er-
streckt und dass an der Sichtsphire lokalisierte Objekte einen
von Null verschiedenen scheinbaren Durchmesser haben, weil
der Radius dieser- Sichtsphire endlich ist, so wird es sehr wahr-
scheinlich, dass die Sichtsphidre zu jeder Zeit von Objek-
ten vollig tiberdeckt ist, auch dann, wenn die Anzahl
der Objekte tiberhaupt bloss endlich ist. Der fixierte Beob-

4
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achter wire demnach jederzeit durch Objekte, deren sichtbarer
Ort nahe der Sichtsphire liegt, vom ubrlgen Weltraum gewisser-
massen abgeschirmt.

. § 9. Weltlinien der translatorischen Bewegung. Jeder Bahn
im E; entspricht eine , Weltlinie* im L,. Es sollen nun die Welt-
linien fiir den Fall translatorischer Bewegung bestimmt werden.
Berechnet man fiir eine Translation (59) mit Hilfe von (49)

die reduzierte Bahn so folgt :
— (S, +7v,)=—7vv, % ; - (72)

mithin ist der Quotient
s, — (8, +7v,)

v

. v |
unabhingig vom Index ». Dies zeigt, dass die reduzierte Bahn
im E; geradlinig, u. zw. parallel dem euklidischen- Vektor v ist.
Nun ist aber vom L, aus beurteilt diese reduzierte Bahn ein
- Grenzkreis, u. zw. der Ort der Projektionen des tatsichlichen
Ortes des bewegten Massenpunktes aus M auf (39); der tat-
sdchliche Ort im L, liegt  .dann jedenfalls in der Ebene
. dieses Grenzkreises. Damit ist erwiesen, dass im Falle einer .
Translation die Weltlinie jedenfalls eine ebene Kurve darstellt.

Die laufenden Koordinaten x,, x; eines Punktes (x) dieser
Welthnle werden erhalten, wenn man in der Parameterdarstel-
lung (40) 5, fir s, und —ot fiir 4 einsetzt, d. h. es wird fiir die
gesuchte Weltlinie : '

2c%s, ,
YT et et s,
| (73)
2 c3
02 (1 +e29%) -5, 3,
Fithrt man hier 5, aus (72) ein, so erhilt man dié Koordinaten

z,, z, der Weltlinie als Funktionen des Parameters ¢.

Aus (73) folgt durch Division :
cx,

C“_x4—

: S, 74
also: | ' c—uwx, v’ )

- cx, x,
S = .
vV (e—ay)?

@ |

(75)
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Verwendet man noch die - Richtungskosinus a, des Vektors v,

setzt also -
. v, =va , : (76)

so wird Y v

' cx, a,

c_v_xv—--= 5, 0,=28,a,+1va,a, (1—e %
s

=8, a, +7v(1—e 9.
Definiert man ferner eine Grosse A mittels

: . S,a, =vv(t—1),

so folgt: o
cx, o -
> 2 —gu (et —e ),

c—x,
und wenn man diese Gleichung nach e=9% auflést und einen zwi-
schen 0 und & gelegenen Winkel x-durch

- —7v=c tan g (77)
einfiihrt :
_Gt_e’l(c —xy)+2, a, cot '
- c—x, |
Setzt man dies nebst (75) in (78) ein, so resultiert nach
einigen Vereinfachungen fir den Punkt (2) der Weltlinie:

Fopw— [‘e’l (¢ —zy) + x, a, cot rfP=0. (78)

Die Weltlinie bildet einen ebenen u. zw. durch M gehenden
Schnitt des Isogonalraumes (78), also jedenfalls eine Isogone der
Zeitrichtungen. Der ideelle Mittelpunkt (p) des Isogonalraumes
(78) hat die Koordinaten

€

. - p,=—c¢*ca,coty, p=c.
Aus (74) und (72) folgert man:
' ¢,

- . gt
=35, =08, +7v, —tva,e
c— x4

— | —ot
= (C, —rva, e, 4
worin O, eine gewisse konstante Grosse hat. HEs wird daher

cx, —C, (c—xy) vy o=t
& :

a, (c—x,)
also '
cxy—C(c—uxy) cxy—Colc—xy)  caxg— Cy(c—umy)

ay 0 o a3 '

4%
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- Die hierdurch. bestimmte Schnittebene enthilt, wie man sich
durch direktes Einsetzen der Koordinaten iiberzeugt, die Punkte
M und (p) und liefert somit laut § 3 im Schnitt mit (78) eine
Hauptisogone. Damit ist erkannt, dass die gesuchte
Weltlinie eine Isogone der Zeitrichtungen von
der nach (77) durch » bestimmten Neigung g ist.

Lisst man die Ebene der Isogone in die 4 & 1-Ebene fallen,
so ergibt sich als Gleichung der Kurve:

Frp _[3;L (c— @) + 2 00t75]2 =0. (79)

Diese Kurve geht durch 3 und trifft die 4-Achse ausserdem
noch in der Entfernung A¢ vom Ursprung. In der Fig. 2 ist

4

M

Fig. 2.

die 4 & 1-Ebene in der Klein’schen Interpretation?) darge-
stellt; der Kreis interpretiert das absolute Gebilde, MQFNG die
Isogone (79), MO'FAUQ@ einen Schnitt des E, fiir ein bestimmtes
¢ mit der 4 & 1-Ebene, also einen Grenzkreis. Die Isogone be-
rithrt das absolute Gebilde ausser in M noch im Punkte N,
dessen Koordinaten lauten :

_ —2¢eé tany i __c(etan? y —1)
€2ltan2x—i—1 T ehtan? y 11 .

%) Die Klein’sche Interpretation entsteht, wenn man die hyperboli-
schen Koordinaten x;, #, als euklidisch-cartesische auffasst.
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Sie schneidet den Grenzkreis in zwei Punkten F und @, welche
durch die u. f. Punkte M und N getrennt sind, und bertihrt den-
selben Grenzkreisin M. Es wird N fiir ¢t = 4+ o, M{fiirt=— o er-
reicht. Den Gleichungen (78) entspricht nur der eine Bogen der
mittels (79) dargestellten ganzen Isogone; in der Figur ist dieser
eine Bogen durch dickere Linienfiihrung gekennzeichnet. Der in der
Zeitrichtung MN im L, ,fallende“ Punkt U des fixierten Inertial-
systems wird von der Isogone bei unbeschrinkt wachsendem ¢
gerade nicht mehr getroffen, wohl aber jeder ndher zu F' lie-
gende Punkt A4 dieses Inertialsystems. Nach § 7 wird daher
der Grenzkreisbogen FU die Liange vv haben, unabhingig von ¢.
Von U aus beurteilt ist # der Fluchtpunkt und die Bewegung
langs der Isogone eine singulire.

Zur Berechnung des Bogenelements dJ der Isogone bedarf
man nach (15) der Grossen F, F, 4, und Fg, g,. Wirgeben
kurz die Resultate an. Es wird nach (78) und (78), unter Be-
achtung dcr tibrigen Relationen:

' c? cost g
(ch ot — sinZ y)?
—oc?sh ot costy
(ch ot — sin?y)3
(1 — sin? y ch o¢)® - sin? x4 cos? y sh? o¢
(ch ot — sin2? y)*

Fww

Fa:,da: =

Fas, 4w = 0% ¢? COS? 1 at,

woraus sich bei passender Vorzeichenwahl ergibt :

A= — % g —Va_ 99 (80)
COS ¥ cosy cosy

wenn ¢ die Bedeutung (45) hat. Zihlt man die Bogenlange J
vom \Ioment t = 0 an, so wird folglich

_—rt_ _qa
CcoSs % CcoS %

(81)

Die Bogenlange der beschriebenen Weltlinie ist also bei trans-
latorischer Bewegung proportional der Zeit; der Propor-
tionalitdtsfaktor, also sozusagen die Geschwindigkeit-, mit der
Y

die Isogone im L, beschrieben wird, ist c_o_s - Im krummlini-

gen Dreieck QO'F der Fig. 2 ist also

QY
QF

=—C0S y=CoS(w—y) .
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Hierbei bedeutet die geradlinige Strecke QO’ die mittels eines
orthogonalen Grenzkreises erzeugte Projektion des Bogens QF
auf die Zeitrichtung. Nennt man eine mittels orthogonaler
Grenzkreise erzeugte Projektion eine Weierstrass’sche, so
hat man den Satz:

Die Weierstrass’schen Projektionen der
Bogenstiicke einerIsogone auf eine beliebige
Zeitrichtung sind proportional den Léingen
der Bogenstiicke; der Proportionalitdatsfaktor
ist der Kosinus des Neigungswinkels.

Nach (80) und (77) wird

(dJ \2 22

) =g = O (bt = gt (52)

dJ
dt
(56) einen in der Tangente gerichteten hyperbolischen Vektor
von der Linge H, setzt also

Assoziiert man auch der Geschwindigkeit nach dem Prinzip

so gelten fiir die Projektionen H, und H, dieses Vektors H
auf die Zeitrichtung und auf den Beriihrungsraum L, des E, die
Beziehungen :

cth%:——cthgcosz=y,

cth%= cth —Ic:—rcos(x———;—t)=—octanx'=v .

Der Vektor H, wiirde demnach der Fallgeschwindigkeit y des
E;, der Vektor H, der  Eigengeschwindigkeit v des Massen-
punktes assoziiert sein. Dies gilt fiir jeden Punkt der Isogone,
unabhingig von i Es liegt nahe anzunehmen, dass nur die
Komponente v eine Energiedifferenz im E; bedeutet, die Expan-
sionsgeschwindigkeit dagegen, die bloss einer Ortsdifferenz
entspricht und nicht von Ort zu Ort iibertragen werden kann,
fiir den Energiebegriff im E; ohne Belang ist. Auf eine nihere
Behandlung des Energieproblems soll in dieser Abhandlung ver-
zichtet werden.



T.P.28 4 " Ansitze zu einer expansionistischen Kinematik 55

Der Vektor H ist die hyperbolische Summe des Vektors
H, und eines Vektors H, (Fig. 8). Fir H, berechnet sich nach
Formeln der hyperbohschen Geometrie: :

H,
T
T™-X
H, H H,
2
Fig. 3,

!’

¢ th ?‘-:csh £EI—ltan (x——af)
=—cth ch— cot

==—wcoty Ch

I

Bezelchnet man ¢th —in Analogie mit ¢ th %‘— mittels y’, SO

gilt also: o
Y =ych=" .
Bildet man aus y und ¢ die Werte%: ¢, 73—7 so wird
a’=ach}—cll, 17='c’ch1r%[l . | (83)

Auf eine Interpretation dieser Formeln (88) kommen wir im
ndchsten Paragraphen noch kurz zu sprechen. .

- § 10. Transformation auf ein anderes Inertialsystem. Es
werde nun ' neben dem fixierten noch ein zweites Inertialsystem
betrachtet, dessen Elgengeschwmdlgkelt in bezug auf das erste
die Komponenten v, besitzt.. Wir fiihren wieder ‘mittels

v=ctho, v=Vv,u,
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den Parameter o zur Kennzeichnung dieser Eigengeschwindig-
keit ein. a, seien die Richtungskosinus des Vektors v in be-
zug auf die euklidischen Achsen des ersten Systems. Zur Unter-
" scheidung verwenden wir fiir die Bezeichnung der Koordinaten
s, eines Punktes und des Zeitmasses ¢ im zweiten System die
Strichelung: s', , ¢. Die Anfangsepochen seien so gewihlt,
dass im Moment der Koinzidenz beider Urspriinge t=+#¢ = 0
wird. Die Achsen des zweiten Systems mogen denen des ersten
gegeniiber nicht gedreht sein, was besagen will, dass die
Bahnen der Urspriinge, jeweils vom anderen System beurteilt,
dieselben Richtungskosinus, nur mit entgegengesetztem Vor-
zeichen besitzen sollen. Die Richtungskosinus der Bahn des
zweiten Ursprungs sind hierbei, wie man aus (60) fir S, =0
erkennt, genau die Richtungskosinus a, des Vektors v.

Ein Punkt (s) des ersten Systems wird im Moment ¢ seiner
Zeitrechnung mit einem Punkt (s) des zweiten Systems und der
Zeitangabe ¢’ nach dessen Zeitrechnung koinzidieren. Gesucht
sind die Ubergangsformeln von (s), ¢t zu (s'), #*. Diese Formeln
miissen folgenden Forderungen gentigen:

1) Es muss die Hypothese VIII von der Addition der Elgen-

geschwindigkeiten gelten.

2) Die Bahnen der Punkte des einen Systems miissen vom
anderen aus beurteilt sich im L, séimtlich als Isogonen
mit ein und derselben durch (77) bestimmten Neigung x
erweisen.

8) Die Konsequenzen miissen unabhiéngig sein von der
- Wahl des Ursprungs und der Nullepoche.

Geht vom Ursprung im fixierten System im Nullmoment
ein Signal mit der Eigengeschwindigkeit w aus, und erreicht
dieses Signal einen Beohachter (s) dieses Systems im Moment ¢,
so wird der mit (s), ¢ koinzidierende Beobachter (s), ¢ des
zweiten Systems offenbar ebenfalls die Ankunft des Signals
konstatieren. Das Signal ist der getroffenen Ubereinkunft
gemdss auch im zweiten System aus dem Ursprung im Moment
0 ausgegangen, nur ist seine Elgengeschwmdlgkelt dort eine
andere, denn es wird die Beziehung (54) gelten miissen.

Formt man mit Hilfe gewisser Proportionalitidtsfaktoren p
und p’" die gebrochene Transformation (54) in die homogene Ge-
stalt um, so folgt:
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pw, =p_’w;¢+p’(chw—1)aﬂ a, w,+p ca, shw
27=10'%a,, w),sho—+p cho .

Bedeutet ! die mittels (64) definierte Lichtzeit fiir die hier
mit ¢ bezeichnete Laufzeit des Signals, also

l=vc (e —1),

so berechnet sich s, aus (62) als

w
14
S,‘,=—c—l ’

und ebenso wird fiir das zweite System:

’

=27 .

SI
4 ¢

Piihrt man demnach s, ¢!~ und s, ¢/’ statt w, und w) in die
oben angegebenen homogenen Transformationsformeln ein, so
folgt, wenn man noch x! und #'!’ entsprechend statt p und p’
schreibt: 3

ns, =u[s,+(cho—1)a,a,s, 41 a,sho]
%l =n’[av s’vSha)—{—l’Chw] .

Es wird sich spiter zeigen, dass die Forderungen 2) und
8) erfiillt sind, wenn x=x"=1. Die gesuchte Transformation
erhédlt dann die Gestalt:

sy=¢s,+(Cho—1)a,a,s,+Va,sho
! =a,8,sho+t+!cho .

- (84)

Formal- ist (84) mit der Loren tz-Transformation identisch;
inhaltlich besteht ein wesentlicher Unterschied, da die Lichtzeit
anders definiert ist als dort. Die Grésse v bedeutet nach (51)
eine Anzahl von sec des fixierten Beobachters. Da der sec-
Etalon-des ,bewegten Beobachters' mit demjenigen des fixierten
nicht iibereinstimmt, wird die Zeitspanne v in sec des bewegten
Beobachters eine andere Masszahl ¢ ergeben. Nach Ansicht des
fixierten Beobachters wird der bewegte bei der Bestimmung der
Lichtzeit I’ mit dieser unrichtigen Zahl ¢’ operieren, also

| l’=—_.w'.c(e“'t'——1)
ansetzen.
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Infolge
0?12 o t?

l=vc (ot + G+ )“Ct(1+21+ 5T T

0’212 o't | o?t?

b=relet 5t = t’(1+2v+ aT T

wird in erster Anniherung die Definition der Licht-
zeit fir beide Systeme mit der Einstein-Minkowski’-
schen ! =c¢t, I'=ct zusammenfallen. In derselben ersten An-
niherung wird also auch (84) mit der Lo rentz-Transfor-
mation inhaltlich identisch. Die Relativitdtstheorie setzte
eben 6= 0¢'=0. Die empirische Erkenntnis, dass ¢ > 0, fiihrt
ebenso zwangsldufig zu einer Revision der kinematischen Grund-
prinzipien, wie die empirische Erkenntnis, dass die Lichtge-
schwindigkeit nicht unendlich gross ist, frither oder spiter zur
Relativitdtstheorie fithren musste. |

' Wie sich der Zusammenhang zwischen v und + darstellen
muss, wenn der Forderung 8) am Anfang dieses Paragraphen
geniigt werden soll, zeigen folgende Uberlegungen :

Wir legen im Interesse der analytischen Einfachheit den
Vektor v in die Richtung der 1-Achse, setzen also a, _1
ay = a3 = 0. Die Gleichungen (84) werden dann:

sy =sichot7vc(’ —1)shw

89 = S5 _ _
. Ssg=58% (85)
Te(e®—1)=s{sho+7¢ (" —1)chw .
- Man fasse nun irgendeinen im - gestrichenen System keine

Eigengeschwindigkeit bes1tzenden Beobachter ins Auge. Fiir
diesen wird nach (50)

sy _ .,
ar = 7%
Die letzte Gleichung (85) ergibt durch leferentlatlon bei einem
ds;, : :
solchen Werte von d_t’:

cetdt=(0'sishw + c e chco)dt
=0’ (sishw -7 ce?? chw)dt’
= o'[we (e%t — 1)+ v cchco] at .
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Weil aber der leferentlalquotlent nach 8) unabhanglg sein

muss von der Wahl der Nullepoche a,lso von dem Werte £, so
ergibt sich hieraus zwangsldufig :

—t¢c+7vcchwo=0 7

also:
' T=7vcho, N (86)
und daher: '

at T

d—t,—=?,=cha) : - (87)

Die letzte Formel haben wir schon bei der Diskussion des
Doppler-Effekts verwendet. d¢ ist das Zeitintervall vom Stand-
punkt des bewegten Objekts, d¢ das entsprechende Zeitintervall
vom Standpunkt der die Bewegung dieses Objekts nach ihren
Koordinaten verfolgenden Beobachter aus dem sich in Ruhe diin-
kenden System. Operiert man mit koinzidierenden Nullepochen,
so wird : ‘
‘ t—tcha, ot=LN% gy
, 7 cho
Es wird daher auch fiir die Lichtzeiten ! und ' die dem
vorigen analoge Beziehung

l=10Vcho
gelten. Hierin sind die gestrichenen Werte v, ¢, I stets dem-
jenigen System zugeordnet, welches «ls das ,bewegte“ gilt.

Die Schlussformel (83) des vorigen Paragraphen ist mit
(86) inhaltlich identisch. Es bedeutet dies, vom fixierten System
aus gesehen, dass der bewegte Beobachter statt mit der richtigen
Fallgeschwindigkeit y mit einer falschen, durch H; reprisentierten
Fallgeschwindigkeit ¢’ operiert. Die Beschuldigung ist wechsel-
seitig, d. h. die Lagen von H, und Hj in der Figur 3 vertau-
schen sich, wenn man den zweiten Beobachter als feststehend,
den ersten als bewegt betrachtet, und das Problem mit den
Augen des zweiten ansieht. Transponiert man demnach die
Attribute ,feststehend“ und ,bewegt“, so wird nicht mehr (86),
sondern die entsprechend modifizierte Dilatation '

v =rvchw

bestehen., Die Zeitdilatation resp. Lichtzeitdilatation ebenso wie
die- Lingenkontraktion entsteht eben nur dadurch, dass man
das “eine -System: als ,ruhend“, das andere als ,bewegt an-
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sieht, genauer gesagt dadurch, dass man die cm- und sec-Eta-
lons des ,bewegten“ mit den ,richtigen“ cm- und sec-Etalons
des ,ruhenden“ Beobachters zu vergleichen trachtet. DieZah1 # in
(86) entsteht, wenn man die Zeitspanne v des ruhenden Beobach-
ters in scheinbar lingeren Sekunden des bewegten Beobachters
ausdrickt. In ,eigenen“ Sekunden wird der Zahlenwert von =
fir alle auf den Ruhezustand orientierten Beobachter laut der
Hypothese III stets ein und derselbe sein, eine universelle Kon-
stante, gedeutet als Zahl der dem System eigenen Sekunden, wih-
rend welcher der Weltraum im L, um ¢ dem System eigene cm
in der dem System eigenen Zeitrichtung ,fallt«.

Es sei beildufig bemerkt, dass die Begriffe ,Zeit“ und
»Lidnge“ nach den Grundvorstellungen der hier entwickelten
Theorie auch von der Gravitation mitbeeinflusst werden.

' § 11. Scheinbare Deformation des Weltraumes. Der Ort
der Punkte, wo ¢’ einen konstanten Wert hat, bildet den schein-
baren Weltraum des bewegten Beobachters. vom Stand-
punkt des fixierten. Die Gleichung dieses scheinbaren Welt-'
raumes im L, soll bestimmt werden.

Es sei zundchst bemerkt, dass die zu (84) inverse Trans-
formation sich ergibt, wenn man die Rlchtungskosmus a, mit
entgegengesetzten Vorzeichen nimmt:

Sy =S, —l—(cha)-—l)a s, —la, sho
v =—a,,s,,sha)+lcha).

Man kann dies durch direktes Nachrechnen verifizieren, oder
auch aus (6) ablesen, da es sich bei (84) ja formal um eine hy-
perbolische Bewegung handelt.

Ist nun ¢, also auch / eine Konstante, so fiihren wir zu-
‘néchst einen Parameter A mittels 4 =—o¢, ein, wo ¢, denje-
nigen Zeitpunkt im fixierten System bedeutet, in welchem des-
sen Ursprung mit einem Punkt des zweiten Systems in der
Lichtzeitepoche /" nach der Zeitrechnung des letzteren koinzidiert.
Aus der letzten Relation (88) folgt dann:

!'=vc(e*—1)chow .
Um nun den scheinbaren Weltraum fiir diesen konstanten Wert
von !’ zu finden, hat man die in (40) auftretenden s,,» 8 durch

die unsrigen hier benutzten s,, s=1V's, s, entsprechenden re-
duzierten Werte sy =%, s¢—% und das dort auftretende A

(88)
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durch —ot zu ersetzen. Es wird demnach fiir die Koordinaten
zg dieses scheinbaren Weltraumes : |

2¢%s, e
Ty = —o0t 2 ot
- » C(l—l—e )—I—Se (89)
. 2 ¢?
CT o= ¢ (1+e—20t) | 2 =200
Hieraus folgt zunéchst durch Division:
' cTy
0_1;04 =s, e—ot | . (90)
und hiernach :
ccxr, x
s2e-20t —g g 20t — ¥V ¥ . (91)
v (c —xy)?

Es bleibt nun noch =% durch die 7 g auszudriicken. Die letzte
Relation (88) ergibt, wenn man den konstanten Wert von
', wie oben angegeben, durch 4 ausdriickt:

e=%tre (e —1)chw=—s, e a, sho +7¢(1—e)chw,
also: '

—Ccx, Q
— 2 Y sho+t+ve(l—e%cho .

4

e ve(et—1)cho=

Lost man diese Gleichung nach e=¢ auf, so folgt:

et (c—z,—z, a, 0 thw)
e= 0 =

C— x4
Wird hier noch eine zwischen 0 und & gelegene Winkelgrosse
1w mittels | '

; E
—othw = TR cot (92)

eingefiihrt, so resultiert aus (89) nach einigen Vereinfachungcen :
F,,—eé(c—x,+ux, a, cot y)2=10 (98)

als die gesuchte Gleichung des scheinbaren Weltraumes.
Wie ein Vergleich mit (37) lehrt, ergibt dies bei verdnder- .
lichem A, also verdnderlichem 7 , eine Schar konzentrischer Iso-

gonalriume des Biindels- M der Zeitrichtungen. Der Mittelpunkt
(p) von (98) besitzt die Koordinaten : :

Py =—ca, coty=o0va, =0v

Py =C.

i 4 )
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Da laut § 38 das Gebilde (93) als uneigentliche dreidimen-
sionale Sphire mit dem ideellen Mittelpunkt (p) aufgefasst
werden kann, so gilt demnach der Satz:

Nach Ansicht des ruhenden Beobachters
benutzt der bewegte, statt der konzentrischen
Grenzsphédren, als sukzessive Weltrdume kon-
zentrische uneigentliche Sphéren mit ideel-
lem Mittelpunkt. Die 8 ersten Koordinaten
dieses Mittelpunktes sind die mit ¢ multipli-
zierten Komponenten der Eigengeschwindig-
‘keit, die vierte Koordinate ist, wie beim

~ruhenden Beobachter, gleich ¢.

Es sei beilsufig bemerkt, dass die Geometrie auf dem Ge-
bilde (98) nicht mehr euklidisch, sondern hyperbolisch ist9). In
der speziellen Relativitdtstheorie, die ja der hier entwickelten in
den Binzelheiten analog ist, bedeutet der Ubergang zum ,be-
weglen“ Weltraum bloss eine affine Transformation des eukli-
dischen Raumes.

Wir schulden noch den Beweis, dass fiir die Transfor-
mation (84) die Forderung 2) des § 10 tatséichlich erfiillt ist.

Sind §,, die Koordinaten des zum bewegten Inertialsystem
gehorigen Massenpunktes im Moment #= 0, so wird fiir eben
diesen Massenpunkt bestéindig

’r » G’t’

s,=~5 e
gelten miissen. Wir filhren nun analog dem vorigen eine Hilfs-
grosse A mittels ’

a. S = .70(61—1)sha) o 77’0(61 --1)
V'V (1—e* th?w)ch?w (1 —eé* th? ®) ch @

(94)

ein. Die letzte Gleichung (84) ergibt unter Beriicksichtigung
von (86): ' '
| vce=29,a, e”shw+vceV

= (8, a, sho |+vc) e .

10) Vgl. etwa F. Klein, Vorles. iib. nicht-euklidische Geometrie, Neu-
bearbeitung 1928, Kap. VII § 7.
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Aus (94) folgt aber:

‘ Te
S’a, shw +7v¢e= ;
vy e (1—é* th2 ) ch?w

“mithin wird
| ch? o (1 —e* th? @) = %V . =0t | v - (95)
ljie hyperbolischen Koordinaten des beobachteteh Mabs;en;_

punktes miissen den Gleichungen (89), mithin auch (90).und (91)
genugen Aus (90) folgt:

v v =0t | (96)
=g, Q, € .
¢ —ux, v Yy ,

Andeferseits ist nach (84), wenn man in Betracht zieht, dass
es sich um euklidische Richtungskosinus handelt:

Sy @y =S5, aﬂ—l—(cha)—l)a ay, @, s’—i—l’aﬂaﬂsf_lw
=s,0, +(chw—1)a, s, l'sho
Lo, cho+41'sho
=80, chot1Ushow.
Ferner ist- |
V'show =7c (¥ —1)shw
=7¢ ("’ —1)the
=7v(f —1) .

Man hat daher aus (94), (95), (96):

147 r4!
; a:_ [S’ a, e cho-t7ves —'vv]e—“‘t
Y |

Tyt —1)

T _]___ erth? o (1— ¢! th? w)ch®w -+ (l—e)‘th2 o) Tvch? @ — v ve—dt

=wwet—rpeot

- Hieraus berechnet sich, wenn man mit Hllfe von (77) w1eder
die Grosse y einfiihrt:
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et (c—x) +x, a, cot g
C——CC4 ’

e—0t —

und die (z) geniigen nach (89). der Gleichung _
| Fop— [e’1 (c—xy)+1x, a, cot.x]?=0 . (97)

Der beobachtete Massenpunkt befindet sich also nach An-
sicht des fixierten Beobachters jederzeit im Isogonalraum (97)
von der Neigung . Bei einer Verlegung des Ursprungs bleibt
2 ungeindert, ebenso bei einer Verlegung der Nullepoche.

Nun gilt aber fiir einen beliebigen Punkt (x) der Bahn des
Massenpunktes im L, sicher (90), also :

cx
—ot

—_— =38, e
c—x, “

=[S, e+ (chw —1)a,a, 8, 4a, shoJe

=[8,+(cho—1)a, a, S+ wae,] e " —rva,e

— . —at
= Cﬂ Tva,e ,

worin C, von ¢ unabhéngig ist. Hieraus folgt wie im § 9, dass
die Bahn eine Hauptisogone wird, also die Neigung x hat. Damit
ist die Giiltigkeit der Forderung 2) des § 10 erwiesen.

Die in (98) eingehende Winkelgrosse v ist mit y durch
die Relation '

tan - tan y = 2 ‘ (98)
verkniipft.

Es sei bemerkt, dass die Bestimmung des scheinbaren
Weltraumes und der Weltlinien analytisch einfacher vor sich
geht, wenn man dem Achsensystem eine spezielle Lage gibt.
Es wire dann aber noch besonders zu beweisen, dass die er-

‘haltenen Ergebnisse von der gewihlten Achsenlage unab-
hingig sind.

Zusammenfassung der wesentlichsten Resultate.

1. Die spezielle Relativititstheorie ist in der ‘dargestellten
yexpansionistischen“ Kinematik unter der Annahme, dass der
Expansionskoeffizient o gleich Null wird, als Sonderfall ent-
halten.
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2. Bei ¢ > 0 hat man zwischen Elgengeschwmd]gkelt und
| Expansionsgeschwindigkeit zu unterscheiden.

3. Bei konstanter Higengeschwindigkeil » berechnet sich
- die tiberbriickte Distanz D aus

p="1,

C
"~ wenn [ das Lichtzeitintervall fur die Zeit t
l=0¢"¢ (e —1),

und ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Die so definierte
Lichtzeit ist eine den Expansionskoeffizienten ¢ beriicksichti-
gende Verallgémeinerung der Einstein’schen.

4. Bin Inertialsystem ist zweckmissig definiert als System,
in dem simtliche dazu gehorigen Massenpunkte die Eigen-
geschwindigkeit 0, und s#mtliche ibrigen Massenpunkte eine
Eigengeschwindigkeit, die kleiner ist als ¢, besitzen.

5. Die Lorentz-Transformation gilt allgemein, wenn
man statt der Elnsteln 'schen die verallgemeinerte Lichizeit
einfihrt. -

6. Der Ubergang zum bewegten Inertialsystem ist gleich-
‘bedeutend einer Transformation der geradlinigen Zeitrichtungen
in ein [sogonenbiindel dieser Zeitrichtungen; die Schar aufein-
anderfolgender Weltrdume transformiert sich aus einer Schar
konzentrischer Lobatsche wski’scher Grenzsphidren in eine
Schar uneigentlicher konzentrischer Sphéren mit ideellem
Mlttelpunkt ' '

. 7. Die schelnbare Helligkeit der Hlmmelskorper nimmt
stirker ab, als mit dem Quadrat der Entfernung. Aus der Ent-
fernung o~'c¢ emittiertes Licht wiirde eine unendlich lange
Laufzeit besitzen und die Helligkeit Null ergeben; das Himmels-
gewOlbe muss daher im allgemeinen dunkel erscheinen.

8. Prinzipiell sind nur Objekte innerhalb der Sichtsphire
vom Radius o—'¢ um den Beobachter herum beobachtbar. Es
hat sich aber jedes Objekt einmal innerhalb dieser Sichtsphire
befunden und verbleibt theoretisch. besténdig sichtbar, weil die

Laufzeit des Lichtes ins unendliche wéchst, wenn die Entfer-
 nung sich dem Grenzwert o= ¢ unbeschrinkt nihert.
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9. Die Verschiebung der Spektrallinien infolge der Be-
wegung des Objekts relativ zum Beobachter folgt der Formel
(70), die fiir 0 =0 in die Einstein’sche tibergeht, bei grossen
Entfernungen aber, wegen der Kleinheit der Eigengeschwindig-
keiten, mit der klassischen Formel eine bessere Ubereinstim-
mung zeigt, als mit der relativistischen Einstein’schen.
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